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Abstrakt. Kazdy dobry ucitel Casto pfemysli, ¢im zaujmout své studenty,
jak je nadchnout pro svij pfedmét. Ze svych studentskych let i z praxe
vysokoskolského pedagoga vim, Ze jednou ze zajimavych Casti matematiky,
kterd toto dokdze, je teorie grafti. V piispévku se kromé obecnych ndméti pro

yy.

zaClenéni do vyuky zaméfime na jeden konkrétni problém, a to problém Ctyf
barev, ktery lze snadno formulovat i pro laika. Zajimavd a poucnd je i historie
dikazu tohoto problému.

1 Uvod

Teorie grafii je matematicky obor zahrnovany do diskrétni matematiky. Je jed-
nou z oblasti, kterou soudasné eské stfedoSkolské kurikulum neobsahuje, byt
se jednd o moderni ¢ast matematiky dzce souvisejici s vyuzivanim vypocetni
techniky. Navic teorie grafl nabizi feSeni fady problému z praxe. Jednd se tak
o idedlni ¢ast matematiky, kde Ize naplnit vSe, co se pozaduje v charakteristice
vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace, jak uvadi Rdmcovy vzdéldvact
program pro gymndzia [1, str. 22]: ,Béhem studia Z4ci objevuji, Ze mate-
matika nachazi uplatnéni v mnoha oborech lidské ¢innosti (napf. v ekonomii,
technice, ale i ve spolecenskych védach), Ze je ovliviiovdna vnéjSimi podnéty
(napriklad z oblasti prirodnich véd) a Ze moderni technologie jsou uZite¢nym
pomocnikem matematiky. Zaci poznavaji, e matematika je sou¢dsti nasi kul-
tury a je vysledkem sloZitého multikulturniho historického vyvoje spojeného
s mnoha vyznamnymi osobnostmi lidskych dé&jin.*

Poznatky z teorie grafa muze vyucujici matematiky poskytnout svym zakim
v rdmci rozSifujici vyuky matematiky, tedy lze timto tématem zajimavé zpestfit
vyuku volitelnych pfedmétl, seminditi z matematiky, které fada stfednich skol
nabizi v poslednich dvou ro¢nicich studia.

Dile je mozné problémy z teorie grafi vyuZit jako naméty pro skupinovou
¢i samostatnou praci zaku na projektech. Zde se pfimo nabizi spojeni s infor-
matikou, nebot lze feSeni fady uloh z této oblasti hledat pomoci riiznych al-
goritmi, které studenti mohou jak samostatné naprogramovat, tak i porovnavat
vhodnost riznych algoritml na feSeni konkrétnich dloh. Mohou tak prakticky
experimentovat s naro¢nosti jednotlivych postupti.

Alesporni nékteré z aspekti, které jsem nyni naznacili obecné, ilustrujme na
jednom konkrétnim problému z teorie grafi, a to problému ¢tyf barev.



2 Problém ctyr barev

Problém Ctyt barev je zajimavy predevsim tim, Ze jeho formulaci pochopi i ¢lo-
v&k, ktery neni matematikem, nebof jej 1ze snadno popsat bez pouZiti matema-
tického apardtu. Otdzka, jaky je nejmensi pocet riznych barev potfebny k obar-
veni tzv. politické mapy, je srozumitelna pro kazdého, kdo nékdy, napt. v hodi-
nach zemépisu, pracoval s atlasem. Matematika se zde potkdva s geografii,
konkrétné s kartografii, coZ predstavuje zajimavé propojeni dvou rtiznych vyuco-
vacich predmétl, matematiky a zemé&pisu.

Ve srovnani s jednoduchosti formulace problému pak o to vice prekvapi
doba, po kterou se fada vyznatnych matematikd netspé$né pokousela nalézt
spravny dukaz tzv. véty o Ctyfech barvach. Dukaz si vyzadal vice neZ sto let
usilovné prace. Zajimavosti je i skuteCnost, Ze nalezeny dikaz vyuZiva praci
pocitace. Proto jej v roce 1976, kdy byl prvné publikovan, odmitala fada mate-
matikd akceptovat. Jednalo se totiZz o Gplné prvni vyuziti pocita¢i v ramci
dikazu matematické véty.

3 Historicky prvni formulace problému

Zatimco sdm problém Ctyf barev je dosti zndmy, jeho autor zdaleka tak slavny
neni. Jako prvni si otdzku, zda lze zemé&, pfipadné kraje ¢i okresy v tzv. poli-
tické mapé vzdy obarvit pomoci maximalné Ctyt barev tak, aby sousedni oblasti
nebyly obarveny stejnou barvou, polozil jisty Francis Guthrie (1831-1899). Ten-
to anglicky pravnik a matematik si v roce 1852 pfi vybarvovani mapy Anglie
v§iml, Ze si vystaci pouze se Ctyfmi barvami. Provedl dalsi pokusy, ale vZdy
mu stacily nejvySe Ctyfi barvy. Francisiv bratr Frederick (1833-1886), v té
dobé& student matematiky na University College v Londyné, pfedstavil jejich po-
zorovani dne 23. f{jna 1852 svému uciteli matematiky, Augustu de Morganovi
(1806-1871). De Morgana problém fascinoval a jeSté tentyZ den napsal dopis
siru Williamu Rowanu Hamiltonovi (1805-1865). Hamiltona ale popsany prob-
1ém nezaujal, o Ctyfi dny pozdé&ji odepsal, Ze se jeho feSenim zabyvat nehodla.
Augustus de Morgan, zndmy pfedevs$im svymi pracemi v oblasti analyzy a logi-
ky, ale domnénku o Ctyfech barvach, matematickou hypotézu svych studentt,
Sifil dal.

Hned v pocatcich feSeni problému ¢ty barev vznikla teze, Ze kartografim
musela byt otdzka zndma jiz dfive z jejich praxe. Nelze vSak najit Zddné prameny
kartografii neni omezeni na pouhé Ctyfi barvy nutné, tviirci map prosté minima-
lizaci poCtu pouZitych barev jednoduse nefesSili. Pro kartografy je podstatnéjsi
prehlednost a ndzornost vytvarenych map, proto se kartograf v poctu pouZzitych
barev nijak neomezuje. Soucasni kartografové zmitiuji sice veétu o Ctyfech bar-
vach ve svych prednaSkéch, ale spiSe jen pro zpestfeni vykladu.



4 Matematicka formulace problému

Obecnd otdzka, jaky je minimdlni poclet barev potfebnych k obarveni mapy
tak, aby oblasti se spole¢nou hrani¢ni linii nebyly obarveny stejnou barvou,
vyZaduje jako matematicky problém samoziejmé ptesnéjs$i formulaci. Prvni
omezeni se tykd pozadavku na jednotlivé oblasti. Musi se jednat o souvislé
oblasti, které jsou ohraniceny topologickou kruznici. Z naSich dvah tak vypad-
nou zemé tvorené ostrovy (napi. Velkd Britanie, Ddnsko) nebo nesouvislé staty
(napf. Rusko). Déle za sousedni uvazujeme pouze oblasti, které maji spolecnou
hranici tvofenou linif, nikoliv pouze izolovanym bodem ¢i nékolika izolovanymi
body.

Ptikladem mapy obarvené &tyfmi barvami je mapa kraji Ceské republiky.
Pfi pohledu na obarveni vnéjSich sousedti Stfedoceského kraje je ziejmé, ze
méné nez Ctyfmi barvami tuto mapu obarvit nelze.

Obr. 1: Mapa kraji CR vybarvena pomoci &ty barev

Problém barveni mapy je formulovdn geometricky, 1ze jej ale prevést na
problém ryze kombinatoricky, a to na problém barveni grafu. Samotnou mapu
uzemi, kterou chceme obarvit, mizeme chépat jako rovinny graf. Jeho vrcholy
jsou v bodech, kde se setkdvaji hranice alespon tii oblasti. Hrany rovinného
grafu pak tvoii pravé hranice, neboli oblouky mezi jednotlivymi vrcholy. My
se zajimdme o barveni oblasti tohoto rovinného grafu. Vytvorenim piisluSného
dudlniho grafu pfevedeme problém na obarveni jeho vrchold.

Pokusme se popsat vytvafeni dudlniho grafu. Uvnitf kaZdé oblasti mapy
(stény puvodniho grafu) zvolime bod, tim ziskdme vrcholy dudlniho grafu. Kaz-
dé hrani¢ni linii mapy (hrané pivodniho grafu) pak v dudlnim grafu odpovida
hrana, ktera spojuje vrcholy prislusné k oblastem, které tato hrani¢ni linie oddé-
lovala.

Konstrukce dudlniho grafu je definovana pouze pro grafy rovinné a vzdy je
védzéana na jedno pevné nakresleni ptivodniho grafu. Déle je zfejmé, Ze v dudlnim
grafu se mohou objevovat i ndsobné hrany a smycky, u dudlu se obecné jedna



o tzv. multigraf. Intuitivné nahlédneme, Ze dudlni graf rovinného grafu musi byt
také rovinny.

Otazka na minimalni pocet barev potfebnych k obarveni mapy se takto preve-
de na otdzku minimélniho poctu barev pro dobré vrcholové obarveni rovinného
grafu. Vrcholovym obarvenim grafu pomoci k barev se rozumi zobrazent, které
kazdému vrcholu grafu pfifazuje jednu z k barev. O dobrém vrcholovém obar-
veni hovoiime, pokud nejsou Zaddné dva sousedni vrcholy obarveny stejnou bar-
vou. Nejmensi Cislo k takové, Ze existuje dobré obarveni grafu pomoci k barev,
se nazyva chromatickym cislem grafu.

Problém barveni mapy jsme tedy pievedli na problém urceni chromatického
¢isla rovinného grafu. Samotny problém ¢Etyf barev ma v teorii grafti nasledujici
formulaci: Je chromatické ¢islo libovolného rovinného grafu mensi nebo rovno
Ctyfem?

Pfesné formulace uvedenych definic i dalsi teoretické poznatky souvisejici
jak s problémem Ctyf barev, tak i s barvenim grafi obecné lze nalézt v [5, str.
186-195] a [3, str. 139-193].

5 Netispésné pokusy o diukaz

Vralme se nyni stru¢né k historii feSeni problému &tyf barev. I zde lze najit fadu
zajimavosti, které mohou studenty zaujmout a zdroveni je seznadmit s narocnosti,
ale i krdsou matematiky. Historie spojend s dokazovanim véty o ¢tyfech barvach
je podrobné zpracovédna v [2, str. 7-44], odkud vychdzime v ndsledujicim textu.

Po prvnich nedspésnych pokusech o diikaz hypotézy o Ctyfech barvach, spo-
jenych predev§im se jménem Augusta de Morgana, zdjem o problém po roce
1860 upadal. Dalsi vinu zdjmu rozpoutal Arthur Cayley (1821-1895) v roce
1878, a to svym dotazem na Matematickou sekci londynské Royal Society, zda
jiz bylo predlozeno feseni hypotézy, a ndslednym zvefejnénim dikladni analyzy
problému o ¢tyfech barvach.

O rok pozdgji publikoval svij diikaz Alfred Bray Kempe (1849-1922), prav-
nik, ne matematik, ktery ale jako student na Trinity College v Cambridge navsté-
voval také Cayleyho matematické pfednasky. V roce 1880 byl jest¢ Kempeho
dikaz vylepSen dvojici matematikd pusobicich na Johns Hopkins University
v Baltimore, byli to William Edward Story (1850-1930) a Charles Santiago
Sanders Peirce (1839-1914). Problém byl povaZovén za vyfeSeny, aby se pozdé-
ji ukazalo, Ze tomu tak neni.

Véta o Ctyfech barvach byla povaZovana za dokdzanou az do roku 1890,
kdy Percy John Heawood (1861-1955) poukdzal na chybné zavéry v Kempeho
dikazu. Ukazal, Ze Kempe takto dokazuje nikoliv vétu o Ctyfech barvach, ale
pouze vétu o péti barvach. Dva mozné dikazy véty o péti barvich lze nalézt
napf. v [5, str. 190-193]. Sam Heawood litoval faktu, Ze jen nalezl chybu
v dosud znamém dikazu, ale nedokazal podat novy dikaz. Problému Ctyf barev
se vénoval po zbytek Zivota, publikoval o ném dalSich Sest praci, posledni v roce



1949 ve véku 88 let. Heawood tak zlistava dstfedni postavou v historii problému
Ctyt barev, 1 kdyZ kone¢ny dikaz z jeho dvah mnoho nevyuZziva.

Ve své praci Heawood nadnesl novy problém, otdzku minimdlniho poctu
barev pro dobré obarveni mapy umisténé i na jiné uzaviené plose, nez je kruhova
sféra. Ulohu hleddn{ horni meze pro tzv. Heawoodtiv problém barveni map lze
prekvapivé fesit sndze nez samotny problém Ctyf barev, velkého pokroku v této
oblasti bylo dosazeno jiz v 60. letech 20. stoleti.

Vratme se ale ke klasickému problému &tyf barev. Po odhaleni chyb v dikazu
pomoci Kempeho fetézci byl tento problém hodné diskutovan. Sdm Heawood
zvefejnil v roce 1897 préci, v niZ se pokouSel vyuZzit pfi feSeni metody z ele-
mentdrni teorie ¢isel. Na tyto mysSlenky navdzal Oswald Veblen (1880-1960),
kdyZ pti pfednasce v dubnu 1912 popsal problém ve tvaru linedrnich rovnic
nad konecnym télesem. Rozhodujicim pro konecné feSeni byla prace Veblenova
mladsiho kolegy Georga Davida Birkhoffa (1884-1944). Navazal na Veblenovu
praci, ale soucasné se vritil i ke Kempeho postupim. Pravé Birkhoff jako prvni
zavedl pojem redukovatelnych fetézct, ktery byl pro dalsi zkoumdni problému
o Ctyfech barviach klicovy.

6 Dukaz véty o CtyFech barvach s pomoci pocitacu

Na Birkhoffa navazali néktef{ dal§i ameri¢ti matematici, ale pokroky pfi feSeni
problému byly jen nepatrné. Zasadni pfinos ke kone¢nému vyfeSeni problému
Ctyf barev se podaril az na konci 60. let 20. stol. némeckému matematikovi
Heinrichu Heeschovi (1906-1995). Heesch systemizoval dikazy reducibility,
vynalezl D-reducibilitu, pro jejiz dikaz vyvinul vlastni algoritmus, a vymyslel
konstrukci tzv. nevyhnutelné mnoZiny konfiguraci pfi pouZiti metody piemisto-
véni naboji, zndmé predev§im pod anglickym nazvem discharging. Spole¢né
s Karlem Paulem Diirrem (1937-2008), ktery se postaral o vlastni programovéni,
dokézali prenést algoritmus do pocitace. Prvni vypocty kolem reducibility pro-
beéhly v listopadu a prosinci 1965 ve vypocetnim centru Technické vysoké Skoly
v Hannoveru, vSe ale bylo omezeno malou kapacitou paméti.

Oba némecti matematici byli ndsledné pozvéni na dva delsi pobyty do Brook-
haven National Laboratory v Uptonu (New York), kde mohli pracovat se znacny-
mi vypocetnimi Casy na mistnim silnéj$Sim pocitaci. Heesch nevyuZil nabidku
na trvaly pobyt v USA a rozhodl se vratit zpét do Hannoveru, nebot vé&fil, ze
zvladdne dikaz dokoncit sim. BohuZel ale v Némecku nedostal Zadné finan¢ni
prostiedky potifebné jak na uhradu velkych vypocetnich Cast, tak na osobni
nédklady.

Dalsi prace na dokonceni diikazu jiz probihaly pouze na americké pudé.
Wolfgang Haken (1928-2022), vedouci katedry aplikované matematiky v Brook-
haven, a Kenneth Appel (1932-2023) spolecné od roku 1971 zacali s intenzivni
praci v této oblasti. Vsadili na razantni pokrok v oblasti poéitacl, svou praci
zaméfili pfedev§im na rozvoj novych silnych technik v metodéach vyuZivajicich



discharging. V prosinci 1975 vymyslel Haken novou proceduru, transversalni
vybijeni, kterou ovSem neslo jednoduse presunout na pocitac, takze Cast prace se
opét vratila k ru¢nimu oveétrovani. Kombinaci ru¢niho ovérovani a prace pocitace
se podafil jiz v roce 1976 koneény dikaz véty o Ctyfech barvach. Haken a Ap-
pel po teoretickém rozboru a redukci problému na kone¢nou mnoZinu konfigu-
raci vrcholl vyuzili pocita¢ pro vySetfeni 1 936 rGznych konfiguraci, samotny
vypocet zabral cca 1 200 hodin strojového Casu. Pozdéji byl sice pocet konfigu-
raci zredukovan na 1 476, ale i tak zGstalo pouziti pocitac¢i v diikazu nutnosti.

Pravé zapojeni vypocetni techniky do dikazu vyvolalo fadu kritickych reak-
ci. Vroce 1986 pak Appel a Haken publikovali stru¢ny prehled, jak jejich diikaz
funguje, a v roce 1989 nové vydani svého ditkazu (na 741 strankdch textu).

V roce 1995 pak skupina americkych matematikd Neil Robertson (1938),
Daniel P. Sanders (?), Paul D.Seymour (1950) a Robin Thomas (1962-2020)
zvetejnila manuskript The four-colour theorem obsahujici podstatné kratsi a jed-
nodussi dikaz, ktery se v zdsadé odvolava na stejné mySlenky a také se neobejde
bez vyuziti pocitace, je ale snaze pochopitelny.

Presto ani dnes fada matematikii nepovazuje feSeni problému Ctyf barev
za konecné. I nadéle se mnozi snazi o dikaz bez vyuziti poCitate a neustale
vyvstdva v souvislosti s tim fada novych otazek.

7 Zavér

Problematika barveni grafii se netyka pouze problému Ctyf barev. Jedna se o ve-
liky okruh problémi, které maji fadu praktickych aplikaci. To nabizi mozné
vyuziti v piipadné projektové vyuce na gymndziu ¢i na odborné stfedni Skole.
Je moZné seznamit studenty s dal§imi druhy barveni grafi, fada zajimavych ap-
likaci je uvedena v textu [3, str. 139-164]. Déle je mozné porovndvat rizné

heuristické algoritmy pro barveni grafi, které Ize najit naptiklad v knize [4, str.
226-233], ptiCemZ studenti mohou sami vytvéret a ladit piisluSné programy.
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