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Abstrakt. Každý dobrý učitel často přemýšlı́, čı́m zaujmout své studenty,
jak je nadchnout pro svůj předmět. Ze svých studentských let i z praxe
vysokoškolského pedagoga vı́m, že jednou ze zajı́mavých částı́ matematiky,
která toto dokáže, je teorie grafů. V přı́spěvku se kromě obecných námětů pro
začleněnı́ do výuky zaměřı́me na jeden konkrétnı́ problém, a to problém čtyř
barev, který lze snadno formulovat i pro laika. Zajı́mavá a poučná je i historie
důkazu tohoto problému.

1 Úvod

Teorie grafů je matematický obor zahrnovaný do diskrétnı́ matematiky. Je jed-
nou z oblastı́, kterou současné české středoškolské kurikulum neobsahuje, byt’
se jedná o modernı́ část matematiky úzce souvisejı́cı́ s využı́vánı́m výpočetnı́
techniky. Navı́c teorie grafů nabı́zı́ řešenı́ řady problémů z praxe. Jedná se tak
o ideálnı́ část matematiky, kde lze naplnit vše, co se požaduje v charakteristice
vzdělávacı́ oblasti Matematika a jejı́ aplikace, jak uvádı́ Rámcový vzdělávacı́
program pro gymnázia [1, str. 22]: ”Během studia žáci objevujı́, že mate-
matika nacházı́ uplatněnı́ v mnoha oborech lidské činnosti (např. v ekonomii,
technice, ale i ve společenských vědách), že je ovlivňována vnějšı́mi podněty
(napřı́klad z oblasti přı́rodnı́ch věd) a že modernı́ technologie jsou užitečným
pomocnı́kem matematiky. Žáci poznávajı́, že matematika je součástı́ našı́ kul-
tury a je výsledkem složitého multikulturnı́ho historického vývoje spojeného
s mnoha významnými osobnostmi lidských dějin.“

Poznatky z teorie grafů může vyučujı́cı́ matematiky poskytnout svým žákům
v rámci rozšiřujı́cı́ výuky matematiky, tedy lze tı́mto tématem zajı́mavě zpestřit
výuku volitelných předmětů, seminářů z matematiky, které řada střednı́ch škol
nabı́zı́ v poslednı́ch dvou ročnı́cı́ch studia.

Dále je možné problémy z teorie grafů využı́t jako náměty pro skupinovou
či samostatnou práci žáků na projektech. Zde se přı́mo nabı́zı́ spojenı́ s infor-
matikou, nebot’ lze řešenı́ řady úloh z této oblasti hledat pomocı́ různých al-
goritmů, které studenti mohou jak samostatně naprogramovat, tak i porovnávat
vhodnost různých algoritmů na řešenı́ konkrétnı́ch úloh. Mohou tak prakticky
experimentovat s náročnostı́ jednotlivých postupů.

Alespoň některé z aspektů, které jsem nynı́ naznačili obecně, ilustrujme na
jednom konkrétnı́m problému z teorie grafů, a to problému čtyř barev.



2 Problém čtyř barev

Problém čtyř barev je zajı́mavý předevšı́m tı́m, že jeho formulaci pochopı́ i člo-
věk, který nenı́ matematikem, nebot’ jej lze snadno popsat bez použitı́ matema-
tického aparátu. Otázka, jaký je nejmenšı́ počet různých barev potřebný k obar-
venı́ tzv. politické mapy, je srozumitelná pro každého, kdo někdy, např. v hodi-
nách zeměpisu, pracoval s atlasem. Matematika se zde potkává s geografiı́,
konkrétně s kartografiı́, což představuje zajı́mavé propojenı́ dvou různých vyučo-
vacı́ch předmětů, matematiky a zeměpisu.

Ve srovnánı́ s jednoduchostı́ formulace problému pak o to vı́ce překvapı́
doba, po kterou se řada význačných matematiků neúspěšně pokoušela nalézt
správný důkaz tzv. věty o čtyřech barvách. Důkaz si vyžádal vı́ce než sto let
usilovné práce. Zajı́mavostı́ je i skutečnost, že nalezený důkaz využı́vá práci
počı́tače. Proto jej v roce 1976, kdy byl prvně publikován, odmı́tala řada mate-
matiků akceptovat. Jednalo se totiž o úplně prvnı́ využitı́ počı́tačů v rámci
důkazu matematické věty.

3 Historicky prvnı́ formulace problému

Zatı́mco sám problém čtyř barev je dosti známý, jeho autor zdaleka tak slavný
nenı́. Jako prvnı́ si otázku, zda lze země, přı́padně kraje či okresy v tzv. poli-
tické mapě vždy obarvit pomocı́ maximálně čtyř barev tak, aby sousednı́ oblasti
nebyly obarveny stejnou barvou, položil jistý Francis Guthrie (1831–1899). Ten-
to anglický právnı́k a matematik si v roce 1852 při vybarvovánı́ mapy Anglie
všiml, že si vystačı́ pouze se čtyřmi barvami. Provedl dalšı́ pokusy, ale vždy
mu stačily nejvýše čtyři barvy. Francisův bratr Frederick (1833–1886), v té
době student matematiky na University College v Londýně, představil jejich po-
zorovánı́ dne 23. řı́jna 1852 svému učiteli matematiky, Augustu de Morganovi
(1806–1871). De Morgana problém fascinoval a ještě tentýž den napsal dopis
siru Williamu Rowanu Hamiltonovi (1805–1865). Hamiltona ale popsaný prob-
lém nezaujal, o čtyři dny později odepsal, že se jeho řešenı́m zabývat nehodlá.
Augustus de Morgan, známý předevšı́m svými pracemi v oblasti analýzy a logi-
ky, ale domněnku o čtyřech barvách, matematickou hypotézu svých studentů,
šı́řil dál.

Hned v počátcı́ch řešenı́ problému čtyř barev vznikla teze, že kartografům
musela být otázka známa již dřı́ve z jejich praxe. Nelze však najı́t žádné prameny
o dřı́vějšı́m řešenı́ tohoto problému profesnı́mi kartografy. Důvod je prostý. Pro
kartografii nenı́ omezenı́ na pouhé čtyři barvy nutné, tvůrci map prostě minima-
lizaci počtu použitých barev jednoduše neřešili. Pro kartografy je podstatnějšı́
přehlednost a názornost vytvářených map, proto se kartograf v počtu použitých
barev nijak neomezuje. Současnı́ kartografové zmiňujı́ sice větu o čtyřech bar-
vách ve svých přednáškách, ale spı́še jen pro zpestřenı́ výkladu.



4 Matematická formulace problému

Obecná otázka, jaký je minimálnı́ počet barev potřebných k obarvenı́ mapy
tak, aby oblasti se společnou hraničnı́ liniı́ nebyly obarveny stejnou barvou,
vyžaduje jako matematický problém samozřejmě přesnějšı́ formulaci. Prvnı́
omezenı́ se týká požadavku na jednotlivé oblasti. Musı́ se jednat o souvislé
oblasti, které jsou ohraničeny topologickou kružnicı́. Z našich úvah tak vypad-
nou země tvořené ostrovy (např. Velká Británie, Dánsko) nebo nesouvislé státy
(např. Rusko). Dále za sousednı́ uvažujeme pouze oblasti, které majı́ společnou
hranici tvořenou liniı́, nikoliv pouze izolovaným bodem či několika izolovanými
body.

Přı́kladem mapy obarvené čtyřmi barvami je mapa krajů České republiky.
Při pohledu na obarvenı́ vnějšı́ch sousedů Středočeského kraje je zřejmé, že
méně než čtyřmi barvami tuto mapu obarvit nelze.

Obr. 1: Mapa krajů ČR vybarvená pomocı́ čtyř barev

Problém barvenı́ mapy je formulován geometricky, lze jej ale převést na
problém ryze kombinatorický, a to na problém barvenı́ grafu. Samotnou mapu
územı́, kterou chceme obarvit, můžeme chápat jako rovinný graf. Jeho vrcholy
jsou v bodech, kde se setkávajı́ hranice alespoň třı́ oblastı́. Hrany rovinného
grafu pak tvořı́ právě hranice, neboli oblouky mezi jednotlivými vrcholy. My
se zajı́máme o barvenı́ oblastı́ tohoto rovinného grafu. Vytvořenı́m přı́slušného
duálnı́ho grafu převedeme problém na obarvenı́ jeho vrcholů.

Pokusme se popsat vytvářenı́ duálnı́ho grafu. Uvnitř každé oblasti mapy
(stěny původnı́ho grafu) zvolı́me bod, tı́m zı́skáme vrcholy duálnı́ho grafu. Kaž-
dé hraničnı́ linii mapy (hraně původnı́ho grafu) pak v duálnı́m grafu odpovı́dá
hrana, která spojuje vrcholy přı́slušné k oblastem, které tato hraničnı́ linie oddě-
lovala.

Konstrukce duálnı́ho grafu je definována pouze pro grafy rovinné a vždy je
vázána na jedno pevné nakreslenı́ původnı́ho grafu. Dále je zřejmé, že v duálnı́m
grafu se mohou objevovat i násobné hrany a smyčky, u duálu se obecně jedná



o tzv. multigraf. Intuitivně nahlédneme, že duálnı́ graf rovinného grafu musı́ být
také rovinný.

Otázka na minimálnı́ počet barev potřebných k obarvenı́ mapy se takto převe-
de na otázku minimálnı́ho počtu barev pro dobré vrcholové obarvenı́ rovinného
grafu. Vrcholovým obarvenı́m grafu pomocı́ k barev se rozumı́ zobrazenı́, které
každému vrcholu grafu přiřazuje jednu z k barev. O dobrém vrcholovém obar-
venı́ hovořı́me, pokud nejsou žádné dva sousednı́ vrcholy obarveny stejnou bar-
vou. Nejmenšı́ čı́slo k takové, že existuje dobré obarvenı́ grafu pomocı́ k barev,
se nazývá chromatickým čı́slem grafu.

Problém barvenı́ mapy jsme tedy převedli na problém určenı́ chromatického
čı́sla rovinného grafu. Samotný problém čtyř barev má v teorii grafů následujı́cı́
formulaci: Je chromatické čı́slo libovolného rovinného grafu menšı́ nebo rovno
čtyřem?

Přesné formulace uvedených definic i dalšı́ teoretické poznatky souvisejı́cı́
jak s problémem čtyř barev, tak i s barvenı́m grafů obecně lze nalézt v [5, str.
186–195] a [3, str. 139–193].

5 Neúspěšné pokusy o důkaz
Vrat’me se nynı́ stručně k historii řešenı́ problému čtyř barev. I zde lze najı́t řadu
zajı́mavostı́, které mohou studenty zaujmout a zároveň je seznámit s náročnostı́,
ale i krásou matematiky. Historie spojená s dokazovánı́m věty o čtyřech barvách
je podrobně zpracována v [2, str. 7–44], odkud vycházı́me v následujı́cı́m textu.

Po prvnı́ch neúspěšných pokusech o důkaz hypotézy o čtyřech barvách, spo-
jených předevšı́m se jménem Augusta de Morgana, zájem o problém po roce
1860 upadal. Dalšı́ vlnu zájmu rozpoutal Arthur Cayley (1821–1895) v roce
1878, a to svým dotazem na Matematickou sekci londýnské Royal Society, zda
již bylo předloženo řešenı́ hypotézy, a následným zveřejněnı́m důkladnı́ analýzy
problému o čtyřech barvách.

O rok později publikoval svůj důkaz Alfred Bray Kempe (1849–1922), práv-
nı́k, ne matematik, který ale jako student na Trinity College v Cambridge navště-
voval také Cayleyho matematické přednášky. V roce 1880 byl ještě Kempeho
důkaz vylepšen dvojicı́ matematiků působı́cı́ch na Johns Hopkins University
v Baltimore, byli to William Edward Story (1850–1930) a Charles Santiago
Sanders Peirce (1839–1914). Problém byl považován za vyřešený, aby se pozdě-
ji ukázalo, že tomu tak nenı́.

Věta o čtyřech barvách byla považována za dokázanou až do roku 1890,
kdy Percy John Heawood (1861–1955) poukázal na chybné závěry v Kempeho
důkazu. Ukázal, že Kempe takto dokazuje nikoliv větu o čtyřech barvách, ale
pouze větu o pěti barvách. Dva možné důkazy věty o pěti barvách lze nalézt
např. v [5, str. 190–193]. Sám Heawood litoval faktu, že jen nalezl chybu
v dosud známém důkazu, ale nedokázal podat nový důkaz. Problému čtyř barev
se věnoval po zbytek života, publikoval o něm dalšı́ch šest pracı́, poslednı́ v roce



1949 ve věku 88 let. Heawood tak zůstává ústřednı́ postavou v historii problému
čtyř barev, i když konečný důkaz z jeho úvah mnoho nevyužı́vá.

Ve své práci Heawood nadnesl nový problém, otázku minimálnı́ho počtu
barev pro dobré obarvenı́ mapy umı́stěné i na jiné uzavřené ploše, než je kruhová
sféra. Úlohu hledánı́ hornı́ meze pro tzv. Heawoodův problém barvenı́ map lze
překvapivě řešit snáze než samotný problém čtyř barev, velkého pokroku v této
oblasti bylo dosaženo již v 60. letech 20. stoletı́.

Vrat’me se ale ke klasickému problému čtyř barev. Po odhalenı́ chyb v důkazu
pomocı́ Kempeho řetězců byl tento problém hodně diskutován. Sám Heawood
zveřejnil v roce 1897 práci, v nı́ž se pokoušel využı́t při řešenı́ metody z ele-
mentárnı́ teorie čı́sel. Na tyto myšlenky navázal Oswald Veblen (1880–1960),
když při přednášce v dubnu 1912 popsal problém ve tvaru lineárnı́ch rovnic
nad konečným tělesem. Rozhodujı́cı́m pro konečné řešenı́ byla práce Veblenova
mladšı́ho kolegy Georga Davida Birkhoffa (1884–1944). Navázal na Veblenovu
práci, ale současně se vrátil i ke Kempeho postupům. Právě Birkhoff jako prvnı́
zavedl pojem redukovatelných řetězců, který byl pro dalšı́ zkoumánı́ problému
o čtyřech barvách klı́čový.

6 Důkaz věty o čtyřech barvách s pomocı́ počı́tačů

Na Birkhoffa navázali někteřı́ dalšı́ američtı́ matematici, ale pokroky při řešenı́
problému byly jen nepatrné. Zásadnı́ přı́nos ke konečnému vyřešenı́ problému
čtyř barev se podařil až na konci 60. let 20. stol. německému matematikovi
Heinrichu Heeschovi (1906–1995). Heesch systemizoval důkazy reducibility,
vynalezl D-reducibilitu, pro jejı́ž důkaz vyvinul vlastnı́ algoritmus, a vymyslel
konstrukci tzv. nevyhnutelné množiny konfiguracı́ při použitı́ metody přemist’o-
vánı́ nábojů, známé předevšı́m pod anglickým názvem discharging. Společně
s Karlem Paulem Dürrem (1937–2008), který se postaral o vlastnı́ programovánı́,
dokázali přenést algoritmus do počı́tače. Prvnı́ výpočty kolem reducibility pro-
běhly v listopadu a prosinci 1965 ve výpočetnı́m centru Technické vysoké školy
v Hannoveru, vše ale bylo omezeno malou kapacitou paměti.

Oba němečtı́ matematici byli následně pozváni na dva delšı́ pobyty do Brook-
haven National Laboratory v Uptonu (New York), kde mohli pracovat se značný-
mi výpočetnı́mi časy na mı́stnı́m silnějšı́m počı́tači. Heesch nevyužil nabı́dku
na trvalý pobyt v USA a rozhodl se vrátit zpět do Hannoveru, nebot’ věřil, že
zvládne důkaz dokončit sám. Bohužel ale v Německu nedostal žádné finančnı́
prostředky potřebné jak na úhradu velkých výpočetnı́ch časů, tak na osobnı́
náklady.

Dalšı́ práce na dokončenı́ důkazu již probı́haly pouze na americké půdě.
Wolfgang Haken (1928–2022), vedoucı́ katedry aplikované matematiky v Brook-
haven, a Kenneth Appel (1932–2023) společně od roku 1971 začali s intenzivnı́
pracı́ v této oblasti. Vsadili na razantnı́ pokrok v oblasti počı́tačů, svou práci
zaměřili předevšı́m na rozvoj nových silných technik v metodách využı́vajı́cı́ch



discharging. V prosinci 1975 vymyslel Haken novou proceduru, transversálnı́
vybı́jenı́, kterou ovšem nešlo jednoduše přesunout na počı́tač, takže část práce se
opět vrátila k ručnı́mu ověřovánı́. Kombinacı́ ručnı́ho ověřovánı́ a práce počı́tače
se podařil již v roce 1976 konečný důkaz věty o čtyřech barvách. Haken a Ap-
pel po teoretickém rozboru a redukci problému na konečnou množinu konfigu-
racı́ vrcholů využili počı́tač pro vyšetřenı́ 1 936 různých konfiguracı́, samotný
výpočet zabral cca 1 200 hodin strojového času. Později byl sice počet konfigu-
racı́ zredukován na 1 476, ale i tak zůstalo použitı́ počı́tačů v důkazu nutnostı́.

Právě zapojenı́ výpočetnı́ techniky do důkazu vyvolalo řadu kritických reak-
cı́. V roce 1986 pak Appel a Haken publikovali stručný přehled, jak jejich důkaz
funguje, a v roce 1989 nové vydánı́ svého důkazu (na 741 stránkách textu).

V roce 1995 pak skupina amerických matematiků Neil Robertson (1938),
Daniel P. Sanders (?), Paul D.Seymour (1950) a Robin Thomas (1962–2020)
zveřejnila manuskript The four-colour theorem obsahujı́cı́ podstatně kratšı́ a jed-
noduššı́ důkaz, který se v zásadě odvolává na stejné myšlenky a také se neobejde
bez využitı́ počı́tače, je ale snáze pochopitelný.

Přesto ani dnes řada matematiků nepovažuje řešenı́ problému čtyř barev
za konečné. I nadále se mnozı́ snažı́ o důkaz bez využitı́ počı́tače a neustále
vyvstává v souvislosti s tı́m řada nových otázek.

7 Závěr
Problematika barvenı́ grafů se netýká pouze problému čtyř barev. Jedná se o ve-
liký okruh problémů, které majı́ řadu praktických aplikacı́. To nabı́zı́ možné
využitı́ v přı́padné projektové výuce na gymnáziu či na odborné střednı́ škole.
Je možné seznámit studenty s dalšı́mi druhy barvenı́ grafů, řada zajı́mavých ap-
likacı́ je uvedena v textu [3, str. 139–164]. Dále je možné porovnávat různé
heuristické algoritmy pro barvenı́ grafů, které lze najı́t napřı́klad v knize [4, str.
226–233], přičemž studenti mohou sami vytvářet a ladit přı́slušné programy.
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[4] L. Kučera: Kombinatorické algoritmy, SNTL - Nakladatelstvı́ technické
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